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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha ci: el 
curso satisfactoriamente. 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la a El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

Cc) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior - 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

Ml Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 


Objetivos 


El principal objetivo de esta unidad es pulir las nociones de probabili- 
dad y aleatoriedad. 


Al finalizar el estudio de esta unidad usted debe estar en capacidad de: 


(i) usar el significado de espacios muestrales, eventos elementales y el 
álgebra de conjuntos asociada con ellos; 
(ii) calcular el número de permutaciones y combinaciones de r obje- 
tos seleccionados de un grupo de n objetos; 
(iii) establecer y explicar las reglas de probabilidad; 
(iv) calcular probabilidades simples usando el modelo de la urna con 
remplazamiento o sin él; 
(v) explicar el significado de probabilidad condicional y su uso en 
cálculos de probabilidad; 
(vi) explicar el significado de independencia estadística; 
(vii) dar una definición de probabilidad en términos de espacios mues- 
trales; 
(viii) dar la definición correspondiente de aleatoriedad. 
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Una combinación es cualquier selección de un 
conjunto de r objetos obtenidos de un conjun- 
to de n objetos. 


Los eventos A y B teniendo probabilidades di- 
ferentes de cero son estadísticamente depen- 


dientes si no son independientes. 


Un diagrama del árbol es un diagrama (com- 
puesto de ramificaciones) que muestra la es- 
tructura y los puntos muestrales del producto 
cartesiano de dos o más espacios muestrales. 


Un ensayo es un experimento cuyos resulta- 
dos no necesariamente tienen que ser los mis- 
mos cada vez que se repita. 


Dado un conjunto finito S tal que a cada ele- 
mento de S, se le asigna un número, de acuer- 
do con las reglas de la probabilidad, un ensayo 
se dice que es aleatorio con respecto a S y a 
los números si tienen un espacio muestral S 
de tal manera que los números dados sean las 
probabilidades de los eventos elementales. 


Un espacio muestral es el conjunto de resul- 
tados posibles de un experimento o ensayo. 


Un evento es un subconjunto de un espacio 
muestral. 


El complemento del evento A es el conjunto 
teórico complementario A ”; donde el conjunto 
universal es el espacio muestral de A. 


Un evento elemental es un evento que consta 
de un solo punto muestral. 

Eventos A,, A,, A,, .. 
si, 


. , A, son exhaustivos 
A¡VA¿UAzU::*:VA,=S, 
donde S es el espacio muestral. 


Los eventos A y B son excluyentes si ANB 
es el conjunto vacío. 


En términos del modelo de la urna, extracción 
con remplazamiento o sin él es la extracción 
de bolas, una por una, de una urna donde una 
bola seleccionada es remplazada o no, antes 
de seleccionar la siguiente bola. 


Eventos A y B son estadísticamente indepen- 
dientes si 


P(AN B) = P(4) x P(B) 40 


Si los resultados y probabilidades de un en- 
sayo son análogos a los resultados y probabi- 
lidades asociadas con la extracción de bolas de 
una urna, esta situación es llamada el modelo 
de la urna. 
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NUMEROS 
ALEATORIOS 


PERMUTACION 


PROBABILIDAD 
(definición 
matemática) 


PROBABILIDAD 
CONDICIONAL 


PROBABILIDAD 
SUBJETIVA 


PUNTOS 
MUESTRALES 


SECUENCIA 
ALEATORIA 


Los números aleatorios entre O y 9 son los re- 
sultados registrados de un ensayo que es alea- 
torio con respecto al espacio muestral S = 
LO, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) donde cada elemen- 
to de S tiene probabilidad 3. Los números 
aleatorios entre O y 99 se definen en forma pa- 
recida. 


Una permutación es una selección ordenada 
de r objetos obtenida de un conjunto de n ob- 
jetos. 


Si hay una función P, cuyo dominio es el con- 
junto de todos los eventos de un espacio 
muestral S, y codominio R, de tal manera que 
las imágenes por debajo de P obedezcan las 
reglas de probabilidad, entonces estas imáge- 
nes son las probabilidades de los eventos co- 
rrespondientes. 


De un evento A es la probabilidad de A dada 
de manera que un evento B (digamos) haya 
ocurrido. 


Si una persona tiene varios grados de credibi- 
lidad o confianza (que pueden llegar a ser lo 
mismo) en los distintos resultados de un en- 
sayo y cuantifica estos grados por números, 
satisfaciendo las reglas de probabilidad, en- 
tonces estos números son probabilidades sub- 
Jetivas de la persona concerniente. 


Puntos muestrales son elementos de un espa- 
cio muestral. 


Una secuencia aleatoria es una sucesión de 
resultados de un ensayo aleatorio. 
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Notación 


Los símbolos se presentan en el orden en que aparecen en el texto. 
“E 


Pe 


El número de extracciones ordenadas de r objetos obtenidos 
de un conjunto de n elementos. 


, n! 
"“(n— rl 
n! n factorial, que es, n Xx (n — 1) X -*- x3X2 Xx 1; 0! se 
define como 1. 

"Cc: El número de combinaciones de r elementos obtenidos de un 
ó conjunto de n elementos. 

n E n! 

(”) de (n — rjir! 


P(A) La probabilidad del evento A. 


P(B/A) La probabilidad condicional del evento B, cuya condición es 
la previa ocurrencia del evento 4. 


Bibliografía 


F. Mosteller, R. E.K. Rourke y G. B. Thomas, Probability with Sta- 
tistical Applications 2nd ed. (Addison-Wesley 1961). 


Las primeras 170 páginas de este libro siguen muy de cerca la Unidad 
18. La última mitad del libro se relaciona con temas y técnicas que 
están por encima del alcance de este curso. Sin embargo, si usted inten- 
ta continuar sus estudios de estadística después del Curso básico, éste 
es un libro que le convendría tener. 


S. N. Collings, Theoretical Statistics: Basic Ideas (Macdonald, publi- 
cado en 1971). 


Este libro desarrolla la materia desde sus comienzos, y sus primeros 
capítulos son muy parecidos a este texto de correspondencia. Desarro- 
lla el tema más allá del curso básico utilizando el mismo estilo. 
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180 INTRODUCCION 


En la Unidad 16, Probabilidad y estadística I nosotros encontramos 
secuencias de ceros y unos cuyos términos eran impredecibles y sin pa- 
trón definido. Dichas secuencias se denominaron aleatorias, aunque 
ninguna definición formal se ha dado. 

Hallamos difícil establecer definiciones de aleatoriedad y probabilidad 
sin llegar a vernos envueltos en un círculo vicioso. El propósito princi- 
pal de esta unidad es romper este círculo de la mejor manera posible. 
Lo lograremos mediante un acercamiento a la probabilidad por medio 
de axiomas. Nos aseguramos sin embargo, de que el comportamiento 
de la probabilidad, como se especifica en los axiomas —o reglas, como 
las llamaremos— es tal que corresponde a las propiedades intuitivas de 
las frecuencias relativas. Una vez concretado el término probabilidad, 
podremos definir aleatoriedad de una manera formal. 


En la secuencia de esta importante hilvanación, introduciremos nuevas 
nociones tales como espacios muestrales y el modelo de la urna; tam- 
bién se hará mención especial de la probabilidad condicional e inde- 
pendencia estadística. 


18.1 ALEATORIEDAD Y PROBABILIDAD 
18.1.1 Aleatoriedad 


Permítasenos comenzar pasando revista a la situación, para luego lle- 
var el argumento un poco más allá. En la Unidad 16, usted realizó un 
experimento consistente en adivinar el color de las cartas de una ba- 
raja cuyo resultado fue una sucesión de ceros y unos. Nos hemos refe- 
rido a tal secuencia como una secuencia aleatoria, identificando esta 
palabra con los términos carencia de patrón e impredicibilidad. Es di- 
fícil ubicar tales atributos negativos dentro de un término positivo. Nos 
sentimos tentados a decir que la sucesión es aleatoria puesto que en 
cualquiera de sus etapas —no importa la forma de la sucesión en las 
etapas previas— existe la misma incertidumbre sobre si la siguiente 
etapa será un 1. En otras palabras la probabilidad de un 1 en cualquier 
etapa es siempre la misma, no importa cuáles fueron los resultados an- 
teriores. El problema de definir aleatoriedad en esta forma es que se 
presupone la definición de probabilidad. Quizá una mejor descripción 
de una sucesión aleatoria sería especificar completamente la sucesión 
escribiendo todos sus términos —no existe una fórmula o manera de 
predecir un determinado término de la secuencia— pero esto también 
presenta dificultades. Observamos que la frecuencia relativa de unos en 
la secuencia aleatoria mostraba una tendencia hacia un límite. Es fácil 
concebir sucesiones en las cuales la frecuencia relativa de unos oscila 
entre valores pequeños y valores grandes. Si esto ocurriese en su expe- 
rimento, usted podría concluir con cierta razón que el orden no fue 
aleatorio. 


18.1.2 Probabilidad 


Dada una sucesión aleatoria de ceros y unos, hemos aceptado en forma 
empírica que la frecuencia relativa de unos se comporta como si ella 
tendiera hacia un límite. Si la sucesión pudiera ser continuada en for- 
ma indefinida y el valor del límite obtenido, este valor sería la proba- 
bilidad de 1 en un solo ensayo. El problema con esta descripción de 
probabilidad es que presupone la noción de aleatoriedad. 
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18.1.2 


Discusión 


Dd. 


Necesitamos que la sucesión sea aleatoria porque de otra manera no 
habría razón de esperar que la frecuencia relativa de unos tendiera ha- 
cia un límite. Pero la aleatoriedad se halla envuelta en forma más pro- 
funda de lo que parece. Es fácil construir una sucesión no aleatoria para 
la cual la frecuencia relativa tienda hacia un límite; por ejemplo: 


0,0,11,0,0,.1,0;:0, 1,0, 0,1,0,0, 1....... 


El valor del límite de la frecuencia relativa es 4, en este caso; sin em- 
bargo parece ilógico sugerir que la probabilidad de que el centésimo 
término sea un 1 es +. 


Aleatoriedad es algo que no se puede definir sin referirnos a la proba- 
bilidad, empero probabilidad es una cualidad de las sucesiones aleato- 
rias. Debemos hallar algún método para romper este círculo vicioso. 


No podemos definir probabilidad en forma precisa (de hecho, en cierta 
forma restringida, definimos probabilidad en la Sección 18.4.3); ¿quiere 
decir esto que no podemos adelantar un poco más en esta materia? No! 
Aprendemos a utilizar los números mucho antes (si se da el caso) de 
que los analistas y logistas de la matemática nos digan lo que son los 
números*; esto ocurre debido a que podemos aprender a combinar co- 
sas mediante reglas (o axiomas) aun en el caso de que no sepamos lo 
que son en forma precisa. 


En cierto modo nuestra situación con respecto a la probabilidad es 
idéntica. Con la ayuda de un dado podemos argúir que la probabilidad 
de obtener un 1 era ¿ y que la de obtener un 2 era 1 o, más aún, lo 
que tal aseveración significa. Empero, cualquiera que sea el significado, 
si la probabilidad ¿ es correcta, podemos inferir (por intuición o cual- 
quier otro proceso) que la probabilidad de obtener un 1 o un 2 es 


3 dá <= 
co — 3 


18.2 ESPACIO MUESTRAL 
18.2.1 Espacio muestral 


Puesto que no podemos evadir la circularidad a que se hizo mención en 
la sección previa, nuevamente iniciamos el tema de probabilidad, y ve- 
remos hasta qué punto podemos llegar dejando de lado el inconveniente 
citado. Lo primero que se debe anotar es que la probabilidad concierne 
a resultados de ensayos. En consecuencia consideremos aparte los re- 
sultados como un tema en sí. 


En la situación que consideramos en esta unidad, un ensayo tiene un 
número discreto de resultados posibles. Si lanzáramos un dado, el re- 
“sultado sería uno de los enteros 1 a 6; si lanzáramos una moneda, el 
resultado sería cara o sello. El conjunto de todos los resultados posi- 
bles se conoce como el espacio muestral. Lo que queremos indicar como 
un “resultado posible” lo dejamos a la intuición: Por tanto, no se inclu- 
ye la posibilidad de que la moneda caiga sobre uno de los bordes. En 
algunos casos la determinación del espacio muestral que va a usarse, 
constituye un problema de por sí. Los resultados individuales que cons- 
tituyen el espacio muestral se conocen como puntos muestrales. 


Dado un ensayo cuyo espacio muestral es S, cualquier subconjunto de 
S se llama un evento; un subconjunto que contiene un solo punto mues- 


* Número 1 fue definido en la Unidad 17! 
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Definición 2 


Di E 


tral se denomina un evento elemental*. Cuando hablamos del evento 
E “que ocurre” queremos decir que uno de los puntos del espacio mues- 
tral y que pertenece al conjunto E ha ocurrido. Por ejemplo, en el lan- 
zamiento de un dado de seis lados, 


el espacio muestral es (1,2,3,4, 5, 6); 

3 es un ejemplo de un punto muestral; 
(1,2, 3) es un ejemplo de un evento, 

y (3) es un ejemplo de un evento elemental. 


Debemos decir que el evento (1,2, 3) “ocurre” siun106263 es la cara 
del dado que mira hacia arriba después del lanzamiento. 


En la situación general se presentan cuatro casos importantes: 


(i) Puesto que, desde el punto de vista matemático, el conjunto vacío 
ZD, es considerado como un subconjunto de cualquier conjunto, un 
evento E puede ser el conjunto vacío. 

En este caso E no contiene puntos muestrales, por tanto no co- 
rresponde a la realidad; luego el evento E es un evento imposible. 

(ii) E puede estar constituido por un punto muestral solamente. En 
este caso E es un evento elemental. 

(iii) E puede contener alguno pero no todos los puntos muestrales de S. 
(iv) E puede contener todos los puntos muestrales de S y ser por tanto 
idéntico a S. En tal caso, el evento E tiene la certeza de ocurrir. 


Ejemplo 1 


Para el caso del lanzamiento de un dado de seis caras, el evento corres- 
pondiente a obtener un número par es el conjunto (2, 4, 6); el evento 
correspondiente a obtener un 7 es Y. 


De acuerdo con el léxico de conjunto que usamos en la Unidad 11, Ló- 
gica I, si el espacio muestral se denota como S, y A es cualquier evento 
(esto es cualquier subconjunto de S), el evento de todos los puntos de 
S que no corresponden a A se llama el evento complemento de A. Se 
denota como A”, y se ilustra en el diagrama siguiente: 


Por ejemplo, si E es el evento consistente en obtener un número par al 
lanzar un dado, el evento complemento E”, es el consistente en obtener 
un número impar. 


Si A y B son dos eventos, podemos desde luego, usarlos para definir 
nuevos eventos de acuerdo con las operaciones de conjuntos. En parti- 
cular, podemos definir eventos correspondientes a A U B, la unión de 
A con B, y A N B, la intersección de A con B. 


* No siempre haremos distinción entre un punto muestral y el evento elemental. 


7 Si A es un conjunto cualquiera, decimos que Y es un subconjunto de A, porque Y, siendo 


el conjunto vacío, no tiene elementos que no pertenezcan a A. 
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La parte sombreada del diazrama renresenta el eventa 4 1) B. 


n 


La porción sombreada del diagrama representa el evento 4 N B. 

Por ejemplo, si S es el espacio muestral correspondiente al lanzamien- 
to de un dado, A = (1, 2), y B = (2, 3); entonces A U B es el evento 
(1,2, 3), 4 N Bes el evento (2), el cual algunas veces escribimos sin 
utilizar el corchete. 

SiA NB= £L, el conjunto vacío, decimos que los eventos A y B son 
excluyentes. 

En el diagrama siguiente, los eventos A y B son excluyentes ya que no 
tienen puntos en común. 


Si los eventos A, B, C son mutuamente excluyentes (cualquier par de 
ellos son excluyentes), entonces A y B U C no tienen puntos muestra- 
les que les sean comunes; o sea que A y B U C son excluyentes. En forma 
parecida si A, B, C, D son excluyentes, Ay BU CU Dson excluyen- 
tes; igualmente lo son A U B y C U D. Los resultados anteriores pue- 
den ser extendidos en forma obvia. 


Ejercicio 1 
(i) Sobre una mesa se colocan cinco fichas; una tiene la letra A, otra 
la B, y así sucesivamente hasta la letra E. Se toman dos de las fi- 


chas y se observa la letra que les corresponde, describa el espacio 
muestral correspondiente a todos los resultados posibles (todo par 
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Definición 5 


E 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


de letras que pueda corresponder a las dos fichas extraídas). ¿Cuán- 
tos puntos contiene el espacio muestral? (No se tenga en conside- 
ración aquí el orden en que las dos fichas se extraen). 

(11) En (1), sea X el evento consistente en todos los pares que contienen 
la letra A, ¿cuál es el número de tales pares? 

(iii) En (i), sea Y el evento consistente de todos los pares que conten- 
gan la letra B, ¿cuántos de esos pares se obtienen? 

(iv) Describa el evento F = X N Y. ¿Cuántos pares contiene? 

(v) Describa el evento G = X U Y. ¿Cuántos pares contiene? 

(vi) Especifique el evento X” donde X' es el evento complemento de X. 

a 


18.2.2 Producto cartesiano de espacios muestrales 


Un espacio muestral comprende todos los resultados posibles de un so- 
lo ensayo, y cada uno de los eventos elementales corresponde a un po- 
sible resultado. A menudo estos resultados son la combinación de otro 
resultado. Por ejemplo, considere el espacio muestral correspondiente a 
lanzar dos monedas la una a continuación de la otra. El conjunto de 
todos los resultados posibles es 


S = ((8, A), (4, T) (TH), (TT), 


donde H representa una cara y T el sello. Nótese cómo (T, H) es dife- 
rente de (H, T) ya que las monedas se lanzan una después de la otra. 
Si las monedas hubieran sido lanzadas al mismo tiempo, hubiéramos 
preferido utilizar como espacio muestral (HH, HT, TT), el conjunto de 
pares no ordenados. El espacio muestral para el lanzamiento de una 
moneda es 


S¡ = (HA, TA 
y puede considerarse que 
S=S,xS,, 


el producto cartesiano de S, consigo mismo. En general si un ensayo 
consiste de dos o más partes, tales que el espacio muestral del ensayo 
total se puede representar como el producto cartesiano de los espacios 
muestrales de las partes, lo llamamos un ensayo compuesto, 


Cuando tratamos con experimentos compuestos, puede ser útil dibujar 
un diagrama tal como el incluido a continuación y conocido como un 
diagrama de árbol. 


(T,T) 


Diagrama de árbol para S, x S, 
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Definición 1 


* * 


Definición 2 


(continúa en la página 6) 


Solución 18.2.1.1 


(i) El espacio muestral S, consta de 10 pares (no ordenados) posibles 
de letras no repetidas A, B, C, D, E. 


S = (AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD, CE, DE). 

(ii) Hay cuatro pares correspondientes al evento X. 
X = (AB, AC, AD, AE). 

(iii) En forma semejante, el número de puntos en Y es cuatro. 
Y = (AB, BC, BD, BE) 


(iv) El evento F = X N Y debe contener ambos A y B. Hay solamen- 
te un par, digamos AB. 


F = (AB). 


(v) El evento G = X U Y consta de los pares que contienen o A o B, 
o ambos: Hay siete de tales pares. 


G = (AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE). 


(vi) X” consta de todos los pares que no contienen a A. 


X' = (BC, BD, BE, CD, CE, DE). 5 


(viene de la página 5) 


Se puede observar en el diagrama de árbol que el número de puntos 
del espacio muestral S, x S, es el cuadrado de los puntos del espacio 
muestral S,. En general, si S, y S, son dos espacios muestrales, y si 
S =$, X S, es el espacio muestral correspondiente al experimento 
compuesto, entonces si N(S) denota el número de eventos elementales 
en el espacio muestral S, se tiene 


N(S, x S,) = N(S,) x N(S)). 


Ejemplo 1 


Un experimento consiste en lanzar tres monedas una después de la otra. 
Escriba el espacio muestral y dibuje el correspondiente diagrama de 
árbol. E 


Solución del ejemplo 1 


El espacio muestral para el lanzamiento de una moneda es 
S =(H,T). 


De tal modo que a partir de la discusión previa, el espacio muestral 
para el experimento dado es 


Sx 5 x S= ((H,H,H),(H, H,T),(H, TH), (H, T.T), (T,H, H), 
(TA, DAT TH), (TT T)). 


El siguiente diagrama es el diagrama de árbol para este experimento. 
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Solución 18.2.1.1 


Ejemplo 1 


Primera Segunda Tercera 
lanzada lanzada lanzada 


(H,H,H) 


(H,H,T) 
(H,T,H) 


(H,T,T) 


(T,H,H) 


(T,H,T) 
(T,T,H) 


(T,T,M) 


El número de eventos elementales en el espacio muestral es 
N(S) < N(S)< N(S) = 2% 2 Xx 2=38. Lal 


Ejercicio 1 


Dibujar un diagrama de árbol para el espacio muestral correspondien- 
te al lanzamiento de un dado y una moneda simultáneamente. E 


18.2.3 Modelo de la urna 


Algunas veces, métodos que a simple vista parecen diferentes conducen 
a resultados idénticos. Por consiguiente, el espacio muestral será el mis- 
mo tanto para el lanzamiento de un dado como para la extracción de 
una bola de un grupo de seis (cada una marcada con uno de los núme- 
ros.1 a 6) contenidas en una urna. Cuando se dan situaciones que son 
idénticas en sus partes esenciales, esto se hace presente en las matemá- 
ticas que describen tales situaciones, y puede significar que la solución 
obtenida para un caso puede ser aplicada de inmediato en el otro. Tam- 
bién significa que podemos trabajar en términos de la situación que sea 
más conveniente y útil. 


A menudo es preferible trabajar en términos de las bolas que son ex- 
traídas de una urna. No solamente se puede comprender más claramen- 
te los resultados posibles sino que también podemos introducir una 
variación importante. Si tenemos un experimento que consiste en una 
serie de ensayos, podemos especificar si cada bola extraída de la urna es 
(i) remplazada 

Ó 

(ii) no es remplazada 

antes de proceder a extraer la bola siguiente. Tales modalidades de se- 
lección se llaman extracción con remplazamiento y extracción sin rem- 
plazamiento, respectivamente. 


Si elegimos trabajar con la situación descrita como de la urna mas bien 
que con la situación real, decimos que la urna es un modelo de lo que 
sucede en la realidad. De allí obtenemos la expresión el modelo de la 
urna. 
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Definición 2 


ws Y * 
(continúa en la página 8) 


Solución 18.2.2.1 


Lanzamiento del dado Lanzamiento de la moneda 


A mn 
T (1,1) 


(2,H) 


(2,T) 


(3,H) 


(3,7) 
(4,H) 
(4,1) 
(5,H) 


(5,7) 


! (6,H) 


(viene de la página 7) 


Extracciones con remplazamiento 


En el ejercicio a continuación se da un ejemplo de una extracción con 
remplazamiento. 


Ejercicio 1 

Una urna contiene 3 bolas rojas, marcadas R,, R., R,, y 2 blancas, mar- 
cadas W,, W.. Se extrae una bola de la urna y se coloca nuevamente en 
ella, luego se extrae por segunda vez una bola. Las letras marcadas en 
cada una de las bolas extraídas son anotadas en el orden en que ellas 
son extraídas. 


(i) Describa el espacio muestral correspondiente al ensayo descrito 
anteriormente, y dibuje el correspondiente diagrama de árbol. 
(ii) ¿Cuántos puntos contiene el espacio muestral? 
(iii) ¿Cuántos de los puntos del espacio muestral contienen: (a) ninguna 
bola blanca? (b) una bola blanca? (c) 2 bolas blancas? la 


Extracciones sin remplazamiento 


Suponga que en una calle hay 10 familias y que usted ha sido instruido 
para entrevistar a 3 de ellas eligiéndolas al azar. ¿Cómo decide usted 
cuáles debe entrevistar, y en qué orden? Un método que puede utilizar 
sería el modelo de la urna; o sea, escribir en bolas el número de las ca- 
sas donde las familias habitan, ponerlas en una urna y proceder a ex- 
traer 3 de ellas. Pero, una vez que se extrae un número correspondiente 
a una casa, la 4 por ejemplo, usted desearía entrevistar a una familia 
diferente, en las otras dos entrevistas. Una manera obvia de asegurar 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Tema principal 


que las familias entrevistadas sean diferentes sería no remplazando la 
bola 4 en la urna; de forma semejante, la segunda bola extraída no se 
remplaza. Tal operación se llama extracción sin remplazamtiento. 


Ejercicio 2 


(i) Una urna contiene 3 bolas rojas y 2 blancas marcadas en forma pa- 
recida al ejercicio 1. Se extraen 2 bolas pero esta vez sin remplaza- 
miento. Si el orden de extracción de las dos bolas es de importancia 
dibuje el diagrama de árbol correspondiente. ¿Cuántos puntos con- 
tiene el espacio muestral? 

(ii) ¿Cuántos puntos del espacio muestral contienen: (a) ninguna bola 
blanca? (b) una bola blanca? (c) 2 bolas blancas? 


18.2.4 Permutaciones y combinaciones 


En la sección anterior nos preocupaba cómo seleccionar 3 familias de 
un grupo de 10. En la probabilidad existen algunas situaciones (que se 
discutirán más tarde en este texto) en las cuales es importante deter- 
minar cuántas maneras hay de llevar a cabo tal selección. Si el orden 
tiene importancia, y a las 10 familias se les asigna una de las letras A, 
B,C,D, E, F, G,H, I, J, las diferentes selecciones son: 


(A, B, C), (As ¡B, D), ::s.. AB 
(B, A, C),(B, A, D),... (BA, J), 
(4,0, BL (A, C, D).... -(8,C. MH 
(J, LADA... AO 0 


La selección ordenada de r objetos tomados de un conjunto de n se lla- 
ma permutación. La lista anterior constituye el grupo de todas las 
permutaciones de 3 objetos tomados de un conjunto de 10. 


Un aspecto esencial de la permutación es que ella da importancia al 
orden. Por tanto la permutación (4, B, C) es diferente de (B, A, C). El 


número de permutaciones de r objetos de un conjunto de n Se repre- 
senta por »P_ (léase como “nPr”). En el caso particular cuando n = r, 


tenemos "P,, el número de maneras como se puede ordenar un conjunto 
de n objetos. 


En probabilidad, estamos particularmente interesados en el valor de 
»P.. Más tarde en el curso (cuando discutamos los grupos), estaremos 
interesados en las maneras como se pueden ordenar n elementos. 


Es obvio que no queremos asumir la labor dispendiosa de escribir to- 
das las permutaciones posibles a fin de obtener el valor de "P,, más aún 
si existe una fórmula para calcularlo. Usted podrá, sin embargo, enten- 
der la fórmula más claramente, si desarrolla el ejercicio a continuación 
y trata de obtener la fórmula por sí mismo. 


Ejercicio 1 


(i) Dadas 5 letras A, B, C, D, E (consideradas como objetos físicos), 
¿cuántas maneras diferentes hay de seleccionar una sola letra? 

(ii) Una sola letra, digamos A, ha sido seleccionada y removida del 
grupo, ¿cuántas maneras diferentes hay de seleccionar una letra 
del grupo restante? 

(iii) Si la primera letra seleccionada y removida ha sido una de las 5 
(no necesariamente A), ¿el número de maneras diferentes de se- 
leccionar la segunda letra es aún igual al de la primera? 
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(continúa en la página 11 
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Solución 18.2.3.1 | Solución 18.2.3.1 


(i) El espacio muestral compuesto es S x S, donde 
S = (Ri, Ra, Ra, W, W). 
El correspondiente diagrama de árbol es: 


la. bola 2a. bola 


(R,, Ry) 
(R,,R2) 
: (R,,Ra) 
i (A,,W,) 
i (R,,Wa) 
| (Ra, Ry) 
(R¿,Ra) 
LC) ASS 
w (R¿,W,) 
R (R¿,W2) 
| i A (Ra,Ry) 
; R (R,,R2) 
y R, ; R, 
> (Ry, Ra) 
| W, (Ra ,W,) 
Y | (Ra,W4) 
| di (w,,R;) 
5 A (W,,R2) 
> (W,, Rs) 
; w, (W, ,W,) 
(W,,Wa)- 
' (W¿,R,) 
R (W,,R2) 
E (Wa, Rs) 
w (W,,W,) 
(Wo, Wa) 


(ii) 5? = 25 
(iii) (a) El número de puntos con ninguna bola blanca es 3? = 56 
(b) El número de puntos con 1 bola blanca es 3x2+2x3 =12 
(c) El número de puntos con 2 bolas blancas es 2? 4 
25 
E 


Solución 18.2.3.2 


() la. bola 


Ry 


2a. bola 


(R,,R2) 
(R,,Ra) 
(R,,W,) 
(R,,Wa) 
(R¿,R,) 
(R¿,Ra) 
(R2,W,) 
(R2,W2) 
(Ra,Ry) 
(R¿,R2) 
(R¿,W,) 
(Ra,W2) 
(w,, Ry) 
(w,,R2) 
(w,,Ra) 
(W,, Wo) 
(W,,Ry) 
(w,,R2) 
(W,,Ra) 


- (Wa, W4) 


El número de puntos en el espacio muestral es 5 x 4 = 20 
(ii) (a) El número de puntos que contiene ninguna bola blanca es 


3x2= 6 


(b) El número de puntos que contiene 1 bola blanca es 
12 + 2x3= 12 
(c) El número de puntos que contiene 2 bolas blancas es 


(viene de la página 9) 


(iv) Completar las frases siguientes: 


2x1=2 


20 


Para cada una de las selecciones de la primera letra hay... ma- 


neras diferentes de seleccionar la segunda letra. 
Hay... maneras de seleccionar la primera letra. 
. maneras de seleccionar un par ordena- 


Por tanto hay... 


veces. . 


do de letras a partir del grupo de 5. 
(v) Siguiendo la idea anterior escribir en forma de producto el núme- 


ro de permutaciones de 3 letras de un grupo de 10. 


(vi) En forma análoga, escriba en forma de producto el número de per- 
mutaciones de r objetos de un grupo de n. 
(vii) ¿Cuántas permutaciones de n objetos tomados de un grupo de n 


se pueden hacer? 


11 


MB 18.2.3/18.2.4 


Solución 18.2.3.2 


(continúa en la página 12) 


Solución 1 


(1) 5 
(ii) 4 
(111) Sí 
(iv) 4 
5 
5 veces 4 = 20 
(1) 10.59 < 8 =720 
(vi) n(n — 1)(n — 2) x ---x (n—r+ 1). 
Esta respuesta se puede expresar usando notación factorial: 
nn — 1)(n-2)x---x(n—r+1l) 


_n—1) xx (n—r+1(m—riín—r-1)x-""x3x2x1 
(n—r)jn=r-=1)x+--"-x3x2x1 


n! 
A 
Por tanto podemos escribir 
n! 
"(n—"r)! 


(vii) A partir de la fórmula anterior, 


Dn = 0! = 1 == n! 
En forma alternativa, podemos seleccionar el primer objeto de n 
maneras, el segundo de (n — 1) maneras, ... , el n-ésimo de 1 ma- 
nera, por tanto 

"P, =n(n-=1)x---x2x1=n! ls] 


(viene de la página 11) 


Hasta este momento nos hemos interesado en esta sección por las ex- 
tracciones ordenadas, empero el orden puede no ser importante. Por 
ejemplo, cuando se decide cuáles son las 3 personas que se van a entre- 
vistar del grupo de 10, podemos arreglar el orden de las entrevistas en 
una forma tal que se ajuste a nuestros planes más bien que supeditar- 
nos al orden en que las bolas fueron extraídas de la urna. En este caso, 
lo principal fue seleccionar el grupo de personas, no el orden en el cual 
ellas fueron seleccionadas. En otras palabras, estamos seleccionando 3 
objetos de un grupo de 10. En general estaremos interesados en selec- 
cionar un grupo de r objetos de un conjunto de n. Se acostumbra a 
llamar una combinación al grupo de r objetos obtenidos del conjunto 
de 10. 


La situación se ha hecho confusa puesto que las compañías de pollas 
futboleras llaman permutación a lo que los matemáticos llaman una 
combinación. Lo que realmente importa aquí es el conjunto de equipos 
que usted ha seleccionado en su registro de triple opción, no el orden 
en el cual usted decide o los escribe en su formulario. Si usted acepta 
los esquemas de permutación e incluye 10 partidas, está realmente in- 
teresado en las combinaciones de 8 partidas del total de 10. 


A fin de ilustrar la diferencia entre permutación y combinación, selec- 
cionamos dos letras del conjunto 4, B, C). 
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Objetos Permutaciones Combinaciones 
de 2 objetos de 2 objetos 
(A,B) 
— 
(B,A) 
(A,C) 
(a,B,C) —— A 
(C,A) 
(B,C) 
a (ec) 
(C,B) 


Nótese cómo hemos usadoí  ) para denotar las combinaciones, porque 
la combinación de 2 objetos es lo mismo que un conjunto de 2 objetos; 
el orden es irrelevante en ambos casos. Pero hemos usado (  ) para re- 
presentar las permutaciones, donde el orden es relevante. 


El número de combinaciones de r objetos de un grupo de n se represen- 
ta por "C, (léase como “nCr”). Derivaremos la fórmula para "C,, en 
forma parecida a como hicimos con "P,. Nuevamente lo haremos paso 
por paso en un ejercicio. 


Ejercicio 2 


(i) Dibujar el diagrama (semejante al último diagrama) representan- 
do las permutaciones y combinaciones de 3 objetos tomados de un 
grupo de 4, digamos (A, B, C, D). 

(ii) Contando simplemente, ¿cuántas combinaciones hay? 

(111) ¿Cuántas permutaciones se pueden obtener por cada combinación? 
(iv) Completar las frases siguientes: 
En el caso general de n objetos cuando cada combinación contiene 
r objetos, el número de permutaciones ligado a cada combinación 
es... 
Hay "C, combinaciones, por tanto hay... permutaciones en total. 
A partir del ejercicio 1, el número de tales permutaciones es 


n! 
(n = r! 


Por tanto "C, es iguala ... 

(v) Constatar que la fórmula dada en (iv) produce la respuesta correc- 
ta para el caso den = 5 y r = 2, 

(vi) El número de combinaciones de 2 objetos de un grupo de 5 es igual 
al número de combinaciones de 3 objetos de un grupo de 5. ¿Pode- 
mos esperar que esto sea cierto? E 


18.2.5 Resumen 


Las siguientes aseveraciones se refieren a la selección de r objetos de 
un grupo de n objetos. 


(i) Se puede presentar una selección con remplazamiento. 

(11) Se puede dar el caso de una selección sin remplazamiento. 
(111) El orden dentro de la selección puede ser importante. 
(iv) El orden dentro de la selección puede ser irrelevante. 
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18.2.5 


Resumen 


*. . +. 


(continúa en la página 15) 


Solución 18.2.4.2 


(1) Objetos 
(a,B,C,Dj 
(11) 4 
(iii) 6 = 3! 
, (iv) "P, =r! 
O 
! 
riín= mM! 


n 
Como la respuesta es ' descartaremos completamente la nota- 
r 


ción *C.. 


A partir de ahora el número de combinaciones de r objetos toma- 
pr n 
dos de n se denotará como 


(v) Hay 10 combinaciones de dos letras tomadas de (4, B, C, D, E). 


Estas son 


(vi) Sí. 


En lugar de pensar en dos letras para ser elegidas se pudo haber 
pensado en tres letras para no ser elegidas. Los dos procesos son 
equivalentes. Por tanto, en este caso, el número de combinaciones 
de 2 objetos debe ser igual al número de combinaciones de 3. En 
general el número de combinaciones de r objetos de un grupo de n 


(A,C,B) 
(B,A,C) 
(A,B,Cj 
(B,C,A) 
(C,A,B) 
(C,8,A) 


Combinaciones Permutaciones 
de 3 objetos de 3 objetos 
(A,B,C) 


(A,B,D) 
(A,D,B) 
(B,A,D) 
(B,D,A) 
(D,A,B) 
(D,B,A) 


(A,B,Dj 


(A,C,D) 


(A,D,C) 
(C,A,D) 
(C,D,A) 4.C,01 
(D,A,C) 
(D,C.A) 


(B,C,D) 


(B,D,C) 
(C,B,D) 
(B,C,Dj 
(C,D,B) 
(D,B,C) 
(D,C,B) 


lo cual es igual al coeficiente binomial 


r 


(A, B),(4,C), (4, DJ, (4, E), (B, C), 
(B, Dj, (B, E), [C, DJ, (C, E), (D, E). 


5! _5x4 3x2x1. 20 


5 
GS E 


) Se leerá como “nCr”. 
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(Vea RB9) 


es igual al número de combinaciones de n — r objetos de un grupo 
de n. Lo anterior es una manera dictada por el sentido común para 
ver el resultado, aunque éste se derive directamente a partir del 
hecho de que 


j 
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_ n! A n! =| n 
E a u 


(v) En el caso “sin remplazamiento”, las selecciones ordenadas se lla- 
man permutaciones, y las selecciones no ordenadas, combinacio- 
nes. 

(vi) El número de permutaciones de r objetos tomados de n es 

n! 


BS 
" (nr)! 


(vii) El número de combinaciones de r objetos tomados de n es 


la (7 om 


(n— rr! 


183 REGLAS DE LA PROBABILIDAD 
18.3.0 Introducción 


Sabemos intuitivamente lo que queremos significar por probabilidad; 
la hemos descrito como la frecuencia relativa cuando la sucesión crece 
indefinidamente. Fue cuando intentamos formular una definición que 
nos encontramos en dificultades para hacerlo. 


Si no fuera por tales dificultades estaríamos en capacidad de decir 
exactamente lo que queremos decir por probabilidad, y en cualquier 
caso simple podríamos entonces decidir qué valor asignar a la probabi- 
lidad de cada uno de los puntos del espacio muestral. Continuaremos 
la cuestión en forma más estricta dentro del contexto de los espacios 
muestrales que contienen un número finito de puntos. Por razones ob- 
vias de conveniencia, suponemos que todos los puntos del espacio mues- 
tral son tales que tienen probabilidad diferente de cero, y que en caso 
de no ser así, los podemos despreciar. Podemos formar 2” subconjuntos 
con los elementos de un conjunto que contiene n elementos. (¿Por 
qué?*) Por tanto en un espacio muestral con n puntos podemos formar 
2” eventos; cada uno de ellos debe tener una probabilidad y existen 
obviamente algunas relaciones que gobiernan estas probabilidades, 
nuestra labor aquí es decidir cuáles son las relaciones. Usaremos nues- 
tros conceptos intuitivos asociados con la frecuencia relativa para ayu- 
darnos a formar el marco de reglas precisas (axiomas) de la probabili- 
dad. Denotaremos la probabilidad de un evento A por P(A4). 


18.3.1 Regla 1 


Si A es un evento cualquiera, entonces, con la idea de que P(4) repre- 
senta la frecuencia relativa cuando la sucesión crece indefinidamente, 


* Este resultado puede ser establecido usando una prueba por inducción (vea la Unidad 17). 
Note que un conjunto que contiene un solo elemento tiene dos subconjuntos: el conjunto 
mismo y Y. 
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18.3 
18.3.0 


Introducción 


*.o. 


Notación 1 


.o*. . 


18.3.1 


Tema principal 


.o. +. 
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sabemos que cualquier frecuencia relativa cae dentro del intervalo 0,1 
(incluidos los extremos); esto es, en el intervalo [0, 1]. Por tanto siem- 
pre que asignemos probabilidades, debemos hacerlo de forma tal que 


0 < P(A) < 1 


Si S es el espacio muestral, entonces la sucesión de n ensayos del even- 
to S ocurre siempre, ya que todo ensayo conduce a algún resultado y 
por tanto a un punto muestral que pertenece a S. Luego la frecuencia 
relativa de acontecimientos de S es 


Como estamos asociando probabilidades con frecuencias relativas, de- 
bemos asignar las probabilidades tal que 


P(S):=:1 
De tal manera que obtenemos dos relaciones las cuales forman la regla 
1. Ellas son 


0 < P(4) < 1 Regla 1 
P(S) 1 *.or ox 
18.3.2 Regla 2 18.3.2 
Si conocemos las probabilidades de varios de los subconjuntos del espa- Tema principal 
cio muestral, será de gran utilidad calcular las probabilidades de va- ... 


rias combinaciones de estos subconjuntos. Las dos combinaciones más 
usuales son la unión y la intersección. Primero trataremos la unión. La 
probabilidad de 4 U B será la probabilidad de que ocurra A o Bo am- 
bos. Si A y B son dos eventos excluyentes (v.gr. A N B= LY) con 
probabilidades P(4) y P(B) respectivamente, y en una sucesión de en- 
sayos A ocurre m, veces y B, m,, entonces el número de ocasiones que 
m, ocurre son diferentes de las ocasiones en que m, ocurre, puesto que 
A y B no pueden ocurrir juntos. Luego el número de ocasiones en que 
A o B ocurre es m, + m.. 


Expresando este resultado en términos de la frecuencia relativa se tiene: 


z x S m, + m 
la frecuencia relativa de la ocurrencia del evento A U Bes ———, don- 
n 


de A y B son eventos mutuamente excluyentes. 
Ahora bien 


m, +m m m 
OS e Ll y E 
n n n 
= frecuencia relativa de 4 + frecuencia relativa de B. 


Estamos asociando la probabilidad con la frecuencia relativa, por tanto 
siempre que finalmente asignemos probabilidades debemos hacerlo tal 
que obedezcan la regla: 


si A y B son eventos mutuamente excluyentes, entonces Regla 2 
P(A -U B) = P(A) + P(B) E 
Esto es, si A y B son excluyentes, la probabilidad de A o B es la pro- 
babilidad de A + la probabilidad de B. 
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Deducciones 


La sencillez de estas reglas nos permite obtener una serie de conclu- 
siones: 
(i) Si A, B, C, son mutuamente excluyentes (no hay puntos muestra- 
les que pertenezcan a más de uno de estos conjuntos), entonces 
los eventos A y B U C son excluyentes (vea 18.2.1). 


.. PAUBUC)=P(A uv (Bu C)) (U es asociativa) 


= P(A) + P(Bu C) (Regla 2) 
= P(A) + P(B) + P(C) (Regla 2) 


Este resultado puede ser extendido en forma obvia a cuatro o 
más eventos mutuamente excluyentes. (Una prueba rigurosa pue- 
de ser obtenida usando inducción matemática: vea la Unidad 17, 
Lógica IT.) 


(11) Si el evento A consta de los puntos muestrales 

Aida esla 

y los eventos elementales correspondientes son 
Ar Az)... An, (ie. A; = (8) (i=1,2,...,n) 

entonces 
A =A,UA,U-::UA, 

donde 
Md 

son mutuamente excluyentes. 
. P(A) = P(A, VA2¿U::: UA) 

por tanto 
P(A) = P(A,) + P(4)) + ::: + P(A,) 


(iii) Si S está compuesto por los puntos muestrales Midas 0 anar. LOS: 
cuales tienen ¿idéntica probabilidad p, y los eventos elementales 
correspondientes son A,, A., ... , A,, entonces 

1 = P(S) (Regla 1) 
= P(A1) + P(42) +++ P(A,) (vea (ii) 
= np 

e 
dde 


luego si A es el evento 
A¡ VA2U:*: UA, 
se tiene que 
P(4) = P(A,) + P(4,) + --> + P(A,) 
= mp 


m 


n 
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Una manera rápida de hallar la probabilidad de A en tales casos 
es por consiguiente, dividir el número de puntos muestrales en 4 
por el número total de puntos muestrales. 


(iv) Si A es un evento cualquiera contenido en el espacio muestral S, 


y A' es el evento complemento de A, entonces A y 4' son exclu- 
yentes, y S =A UA”. 


sl = RS) (Regla 1) 
= PAU A” 
= P(A) + P(4) (Regla 2) 
Por consiguiente 


P(A”) = 1 — P(A). 


(v) Podemos considerar ahora el caso para el cual P(4) = 0. Tenemos 


P(4A) =0=>P(4) =1> 4 =SSA=Y 
(por iv) (Regla 1) 


Esto es, la probabilidad de un evento es cero si y sólo si el evento 
es imposible (vea la discusión en la página 3). 


(vi) Si A y B son dos eventos cualesquiera, sabemos que 


A=ANS (4 SS) 
=AN(BUB) (Bu B' =S) 


=(ANB)U(ANB') (NM es distributiva sobre U: 
vea la Unidad 6). 


PeroA NB y A N B'son necesariamente excluyentes (vea el 
diagrama). 


Se sigue que 
P(A) = PAN B) + P(A N B') (Regla 2) 
- PAANB)=P(4) — P(A N B) 


(vii) Si B es un subconjunto de A, tenemos 


ANB=B (B< 4) 
luego 
P(B) = P(A N B) 
= P(A) — P(AN B'), (por (vi)) 
por tanto 


P(B) < P(A) (P(A N B') > 0 por la regla 1) 
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* o * * 


(viii) Podemos pensar que A U B se halla constituido por dos subcon- 
juntos no superpuestos (eventos excluyentes), B y la parte de A 
que no pertenece a B, osea A N B' (vea el diagrama anterior). 
En consecuencia 


AuB=(AnNB)UB 


P(AU B) = P(AN B)u B) 
= PAN B') + P(B) (Regla 2) 


luego 
P(AUB) = P(4) + P(B) - PÍANB) (por (vi)). 


Este resultado es muy importante; es una extensión de la regla 2, 


ya que se aplica a cualquier clase de eventos A y B, excluyentes 
o no. Nótese que lo hemos probado* a partir de las reglas (axio- 
mas) de la probabilidad y los axiomas propios de los conjuntos. 


Aplicaciones 


Estamos ahora en condiciones de atacar una serie de problemas. Resol- 
ver un problema quiere decir hallar la probabilidad de un evento, dadas 
las probabilidades de los puntos muestrales. La manera de asignar estas 
últimas será materia de la Sección 18.4. 


Ejemplo 1 


Asumiendo que todos los números de un dado tienen igual probabilidad 
de ocurrir. ¿Cuál es la probabilidad de obtener: 
(i) un número primo (1 no es un número primo)? 
(ii) un número no primo (un número que tiene factores diferentes de 
sí mismo o la unidad)? 
(iii) ¿Es la suma de estas probabilidades igual a la unidad? 8 


Solución del ejemplo 1 


(i) (Vea las deducciones (ii) y (iii) en el texto.) Todos los puntos mues- 
trales tienen igual probabilidad. Hay 6 puntos en total, por consi- 
guiente cada uno tiene una probabilidad de 1. Tres puntos, 2, 3, 
y 5, corresponden a números primos; por tanto la probabilidad de 
obtener un número primo será 1 ++ =!. 

(ii) Dos de los posibles resultados son números no primos, 4 y 6; luego 
la probabilidad de obtener un número no primo es ¿=!. 


(iii) La suma de las dos probabilidades es 
1+43=5%1 


puesto que el 1 no pertenece a ninguno de los dos eventos. (No es 
primo ni no primo.) E 


Ejercicio 1 


(i) Se lanza una moneda. Suponga que todos los resultados posibles son 
igualmente probables de ocurrir, ¿cuál es la probabilidad de obte- 
ner una cara solamente en los dos lanzamientos? 


* No hemos incluido todos los pasos de la demostración como lo requiere la Unidad 17, pero 
los pasos más importantes del argumento se hallan allí. 
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Aplicaciones 


* «* 


Ejemplo 1 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


(ii) El dado se lanza dos veces. Suponiendo que todos los resultados 
posibles son igualmente probables, ¿cuál es la probabilidad de ob- 
tener un total de 9? 

(111) En (ii), ¿cuál es la probabilidad de obtener más de 9? 

(iv) Una baraja de 52 cartas ha sido mezclada y las dos cartas en la 
parte superior son extraídas. Suponiendo que todos los pares son 
igualmente probables, ¿cuál es la probabilidad de obtener dos ases? 

(v) Alejandro lanza 2 monedas y Roberto 3. Suponiendo que todos los 
resultados posibles son igualmente probables, ¿cuál es la probabi- 
lidad de que Roberto obtenga más caras que Alejandro? 

(vi) En un avión la probabilidad de que el sistema de aterrizaje auto- 
mático falle es 10”, y la probabilidad de que el sistema hidráulico 
sufra una avería es también 10”, ¿puede usted dar un límite supe- 
rior de utilidad práctica para la probabilidad de que por lo menos 
una de estas fallas ocurra? A 


18.3.3 Probabilidad condicional 
Regla 3 


Hemos obtenido anteriormente la probabilidad de extraer dos ases (sin 
remplazamiento) de una baraja; podemos sin embargo considerar este 
ensayo desde un punto de vista diferente. 


Sea A el evento consistente en que la primera carta extraída sea un as, 
y sea B el evento consistente en que la segunda sea un as. Estamos 
interesados en el evento compuesto A N B. Supongamos que el experi- 
mento total es llevado a cabo N veces, donde N es un número suficien- 
temente grande, y que en M, de ellos la primera carta extraída fue un 
as, mientras que en M., de ellos las dos cartas fueron ases. Es claro que 
los M, casos se hallan contenidos en los M,. 


Ahora el número de veces que obtenemos dos ases es M., por tanto la 
frecuencia relativa del éxito es 


M a á : 
a es la frecuencia relativa de extraer un as en la primera carta; será 


por tanto cercana a P(A) cuando N es grande. Ahora bien, de los M, 
casos en que obtenemos un as en la primera carta, hay M, casos en que 
también obtenemos un as en la segunda carta, y desde luego PE es la 
frecuencia relativa de obtener un as en la segunda carta cuando nos 
restringimos a los casos en que se obtuvo un as en la primera carta. Tal 
frecuencia relativa se aproximará a la probabilidad de B cuando A ha 
sucedido. Necesitamos en consecuencia una notación para la probabili- 
dad de B dado que A ha ocurrido; la notación estandarizada es P(B/A). 
Se denomina la probabilidad condicional, la condición es desde luego 
que A ha ocurrido. Volviendo a la frecuencia relativa, una vez más, a 
fin de sugerir las reglas (axiomas) para la probabilidad tenemos 


PIA N B) = P(A) x P(B/A)* 


. . . A M, M, M, 
* Nuestra justificación para esta regla se basa en la relación + = a x ra y ella se hace 
4 1 


inútil cuando M, = 0 —que sería el caso en que P(4) = 0. Al escribir la regla 3 tácita- 
mente suponemos que P(A) 4 0. No es necesario establecer una regla para P(A N B) si 
P(A) = 0 ya que P(A N B) será igual a 0; por tanto nada se pierde al no considerar tal 
caso. 
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18.3.3 


Tema principal 


Ss y 


Definición 1 


*.or o* 


Regla 3 


EE 


Para el ejemplo de las cartas podemos hacer la evaluación numérica 
así: cuando A ha ocurrido sólo quedan 51 cartas en la baraja, 3 de las 
cuales son ases, por tanto 


P(B/A) = 5;. 


Lo primero que debemos notar es que el valor de esta probabilidad de- 
pende de la ocurrencia de A. Si la primera carta no hubiese sido un as, 
quedarían 4 ases en la baraja y la probabilidad de B sería $. En se- 
gundo lugar, se debe tener en cuenta que la probabilidad condicional 
es una probabilidad. Si la baraja que le hubiese sido dada fuera tal que 
uno de los ases ha sido omitido, y usted extrae una carta, la probabili- 
dad de que ella sea un ases %. En otras palabras, la probabilidad 
condicional no es una clase diferente de probabilidad, sino la probabili- 
dad corriente considerada en un sistema modificado. De hecho, todo lo 
que hemos hecho es cambiar el espacio muestral de 52 cartas en uno 
de 51 cartas que contiene sólo 3 ases. En general, la probabilidad con- 
dicional puede ser considerada como: un cambio en la selección del es- 
pacio muestral. 


Algunas veces usaremos el valor de P(B/A) para obtener P(A N B), y 
algunas el de P(4 N B) para obtener P(A/B); esto depende únicamen- 
te de la conveniencia práctica del problema particular que se considere. 


Ejercicio 1 
La regla 3 da una expresión para P(A N B) en términos de la proba- 


bilidad condicional. Encuentre la expresión correspondiente para 
tArOB nm C). | 


18.3.4 Aplicaciones 


Una vez introducidas las tres reglas de probabilidad, las considerare- 
mos a través de algunas aplicaciones. 


Ejemplo 1 


En el juego de póker, se dan 5 cartas a cada uno de los jugadores. El 
orden de entrega de las cartas a un jugador no es importante, lo que 
importa es el grupo de cartas que recibe. ¿Cuántas manos de cinco 
cartas se pueden dar de una baraja que contiene 52 cartas? ¿Cuál es la 
probabilidad de que una de las manos sea una escalera flor? 


A 
Solución al ejemplo 1 


El número de manos posible son las combinaciones de 5 objetos toma- 
dos de un grupo de 52; vimos en la Sección 18.2.4 que éste es igual a 


$21 _ 521 _52x 51 x 50 x 49 x 48 
5 SEI  — — Sxdxix2x1 
= 2 598 960 
= 26 x 105. 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


18.3.4 


Aplicaciones 


xa 


Ejemplo 1 


(continúa en la página 23) 


Solución 18.3.2.1 
(i) El espacio muestral de todos los resultados posibles es 
(4, A), (H, T), (T, E), (T, 4 


y como se sabe que todos los puntos muestrales tienen igual proba- 
bilidad; dos de los puntos muestrales contienen una sola cara; lue- 
go la probabilidad de obtener una sola cara es +. 

(ii) Para dos lanzamientos de un dado el número de puntos muestra- 
les es 36. Cuatro de ellos dan un total de 9, son (3, 6), (4, 5), (5, 4), 
(6, 3), por consiguiente la probabilidad de obtener un total de 9 es 
36 =53- 

(iii) Seis puntos muestrales dan un total mayor que 9, son (5, 5), (6, 4), 
(4, 6), (6, 5), (5, 6), (6, 6). 
Se sigue que la P (total > 9) = %=!. 

(iv) El número de pares (ordenados) posibles es 52 x 51. De estos 4 x 3 
consisten de dos ases, de tal manera que la probabilidad de que 
las dos caras extraídas sea dos ases es 


4x3 _ 1 il 
S2x 51 13x 17 221' 


(v 


— 


Hay 4 resultados posibles para Alejandro, y para cada uno de ellos 
Roberto tiene 8 resultados posibles. (Consideremos (T, H) como 
diferentes de (H, T') etc.) Por tanto reuniendo los resultados en un 
experimento, hay 32 resultados diferentes, todos ellos igualmente 
probables. Mediante el examen de ellos puede usted verificar que 
Roberto obtiene más caras que Alejandro con una probabilidad 
igual a +. Existe sin embargo, una vía rápida. Desde un punto de 
vista diferente se puede considerar que sólo existen dos resultados 
posibles: o Alejandro obtiene menos caras que Roberto, o aquel ob- 
tiene menos sellos que este último. Estos dos resultados son ex- 
haustivos y excluyentes o sea, uno y solamente uno de ellos ocurre; 
más aún éstos son igualmente probables. Por simetría, ellos tienen 
igual probabilidad, digamos p. Por tanto p + p = 1, luego p = ¿. 
(vi) Si A es el evento consistente en una falla del sistema de aterrizaje 
automático, y B consistente en una falla del sistema hidráulico, el 
evento compuesto de que por lo menos una falla ocurre es 4 U B. 
Por consiguiente, la probabilidad solicitada es 


P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A n B) (deducción (viii) en 


el texto) 
< P(A) + P(B) (ya que P(A N B) > 0) 
E 
107 


Luego se obtiene un límite superior para la probabilidad de una 
falla en al menos uno de los sistemas. . 


Por extensión de estos argumentos, si existen 10 clases de fallas 
' ' Sp 1 

posibles y cada una de las fallas tiene una probabilidad de 107 de 

ocurrir, la probabilidad de que al menos ocurra una falla no es ma- 


10 : > - : 
yor de 107 = . No podemos dar una estimación más aproxima- 


106 
da sin considerar términos tales como P(A N B). 
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Solución 18.3.2.1 


Solución 18.3.3.1 
PAARBNC)=P(AnNB)AC) (N es asociativa) 


= P(AN B) x P(C/A N B)) (Regla 3) 
= P(A) x P(B/A) x PICA NB) (Regla 3) Mi 


(viene de la página 21) 


Si el juego no ocurre actualmente en una película de vaqueros, enton- 
ces podemos suponer que ninguna de las combinaciones es más probable 
que las otras por tanto la probabilidad deseada es aproximadamente 


25 x 107? E 


Ejemplo 2 

Una urna contiene 5 bolas blancas y 3 negras. Se revuelven bien las 
bolas de la urna y luego se extrae una bola y se coloca a un lado sin 
observar su color. ¿Cuál es la probabilidad de que una bola extraída de 
las 7 restantes sea blanca? E 
Solución al ejemplo 2 


Sea A el evento de que la primera bola extraída (no observada) sea 
blanca; A” es el evento de que ésta sea negra. Sea B el hecho de que la 
siguiente bola extraída sea blanca; entonces 


B=(AVA)AB=(ANB)JU(A'N B), 
donde A N By A' N B son excluyentes. 


Por consiguiente, la probabilidad de que la segunda bola sea blanca es 
P(B) = P(4A N B)u(4' n B)) 
= PAN B) + P(A' n B) 
= P(A) x P(B/A) + P(4') x P(B/A”) 


Ejercicio 1 


(i) ¿Es la respuesta ¿ en el ejemplo 2 una sorpresa para usted? ¿Pue- 


de pensar en una vía más corta de obtenerla? 

(ii) Puede ser de gran utilidad para usted leer la solución a la parte 
(1) antes de intentar resolver esta parte. 
Cuatro personas se sientan en una partida de póker y cada uno re- 
cibe 5 cartas de un naipe bien barajado. El jugador A recibe el 3, 
4, 5, 6, 10 (no se conoce el color ni la pinta). Descarta el 10 y otra 
carta le es dada en su lugar. ¿Cuál es la probabilidad de que esta 
última carta venga a completar una escalera? E 
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Solución 18.3.3.1 


Ejemplo 2 


Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Solución 1 


(i) No debió sorprenderle (tras de haber pensado acerca de ello). Cuan- 
do selecciona 1 bola, está rechazando 7. Mientras que usted no 
mire los colores durante el proceso, no importa cómo usted rechaza 
las 7. Al seleccionar una segunda bola usted rechaza 1 de las 7 re- 
moviéndola de la urna, y rechaza las otras 6 sin removerlas de la 
urna. De hecho está rechazando 7 de las 8 de alguna manera, lo 
cual es evidente a seleccionar 1 de las 8. Pero para una bola en un 
grupo de 8, la probabilidad de que ésta sea blanca es ¿. Este ejem- 
plo nos enseña una lección importante. Pese a que la segunda bola 
cuando se extrae es la selección de 1 entre 7, desde el punto de 
vista probabilístico es lo mismo que si fuera 1 entre 8. La proba- 
bilidad no se halla afectada si llevamos a cabo una separación del 
proceso. La probabilidad se vería afectada únicamente si nosotros 
ganamos alguna información al mirar los colores de las bolas sepa- 
radas en la forma indicada. 

(ii) Después de la primera entrega de cartas sólo quedan 52 — 4 x 5 = 
32 cartas en el naipe. En consecuencia la entrega de la carta de 
cambio al jugador A es la selección de 1 entre 32. Pero como se 
sabe algo acerca de las 15 cartas “segregadas” dadas a los oponen- 
tes de A, es como si la carta dada a A fuera 1 de entre 32 + 15 = 
47. Estas cartas están constituidas por cuatro doses, cuatro sietes, 
y las 39 restantes; debido al barajado estas cartas tienen una pro- 
babilidad de 2, cada una, de ser entregadas. Por tanto la probabi- 
lidad de que A complete una escalera es la probabilidad de que le 
sea entregada en la última carta un 2 o un 7, lo cual es igual a 4. 


Ejercicio 2 


En un lote de N objetos manufacturados, se sabe que a son defectuosos. 

Los artículos defectuosos no se pueden distinguir a simple vista. De los 

N artículos en el lote, n son extraídos sin remplazamiento. Se sabe que 

a>nyN-—as mn. 

(i) ¿Cuál es la probabilidad de que ninguno de los n artículos sea 

defectuoso? 

(ii) ¿Cuál es la probabilidad de que en los n artículos haya exactamen- 
te uno defectuoso? 

(iii) ¿Cuál es la probabilidad de que en los n artículos haya exactamen- 
te r defectuosos? (r < n) 

(iv) ¿Puede usted idear una situación práctica en la cual esta clase de 
información sea de importancia? L 


18.3.5 Independencia estadística 


En la Sección 18.3.3 observamos cómo la ocurrencia de un evento A 
pudo afectar la probabilidad de ocurrencia de otro evento B; la proba- 
bilidad así modificada se llama probabilidad condicional y fue deno-. 
tada como P(B/A). Volvamos nuevamente a ese tema. 
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Solución 1 


Ejercicio 2 
(5 minutos) 


18.3.5 


Tema principal 


* o* 


MB 18.3.5 
Ejemplo 1 Ejemplo 1 
Consideremos el lanzamiento de un dado imparcial*, donde 


A es el evento! 1, 2) 

B es el evento( 1, 2, 3) 

C es el evento (2, 3, 4) 
(Este ejemplo es ligeramente diferente del que se da en el programa de 
la televisión.) 


La probabilidad P(B) es ¿+¿+=. 

Ahora la regla 3, deducida en la Sección 18.3.3, nos dice que 
P(A N B) = P(4) x P(B/A) 

En este caso, A N B = A, así que 
P(B/A) = 1. 


Podemos ver esto usando el sentido común —si A ocurre, entonces B 
debe ocurrir necesariamente, por tanto la probabilidad de que B ocu- 
rra, dado que A ha ocurrido, es 1. En consecuencia P(B) + P(B/A). El 
hecho de que A haya ocurrido afecta fundamentalmente la ocurrencia 
de B. 


Ahora bien, observando a C, tenemos que P(C) = 4. ¿Qué es la P(C/A)? 
Si A ha ocurrido, los números lanzados han sido 1 ó 2. Como quiera 
que el dado es imparcial, estas dos posibilidades son igualmente proba- 
bles; por tanto sabiendo que A ha ocurrido, la probabilidad de 2 es +. 
Pero C ocurrirá (lo mismo que A) solamente si el número lanzado es 2. 
Luego la probabilidad de P(C/A) = y. Ahora 


P(C/A) = P(C), 


lo que indica que la ocurrencia de A no afecta la probabilidad de que C 
ocurra. Esto indica que C es independiente de A. 


El evento A no causa el efecto B en el sentido que damos a la palabra 
causar en el lenguaje común; de manera parecida la independencia de 
A y C no se debe entender en el sentido físico. n 


Es necesario que demos una definición de independencia estadística (en Tema principal 
. . . . . . . * « 

oposición a lo que se entiende por independencia en el sentido físico); 

trataremos un poco más el tema antes de dar una definición formal. 


Sea A un evento tal que P(4) + 0. Decimos que el evento B es esta- 
disticamente independiente de A si 


P(B) = P(B/A); Ecuación (1) 


de lo contrario B es estadísticamente dependiente de A. 
Existen situaciones en las cuales hay una conexión bastante cercana odds 
entre independencia estadística e independencia física. 


Es parte de la filosofía científica que los efectos tienen causas. Los mé- 
dicos han estado investigando el agente que físicamente produce el 
cáncer en los pulmones. Es evidente que la probabilidad condicional de 
contraer cáncer dado que se trate de un fumador, es mayor que la pro- 
babilidad incondicional de contraer cáncer en los pulmones (o la pro- 
babilidad incondicional de contraer cáncer en los pulmones dado que no 
se trate de un fumador, si usted lo prefiere así). Debido a la aparente 


* Un dado imparcial (moneda, etc.) es aquel para el cual todos los resultados son igualmente 
probables. (continúa en la página 27) 
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(i) Puesto que los artículos defectuosos no son identificables a simple 
vista, suponemos que todas las combinaciones de n artículos del 
grupo de N son igualmente probables; el número de tales combina- 


: N A di : 
ciones es . El número de combinaciones que no contienen ar- 
n 


tículo defectuoso alguno es igual al número de maneras en que se 
pueden extraer n artículos de un grupo de N — a, artículos no de- 
N-—a en 
fectuosos, esto es ) Por tanto la probabilidad de obtener 
n 


ningún defectuoso es 


1/1) 
n n 
e (N — a)iníN — nm)! 


n (N — a — nm iN! 


 (N —aJ UN —m)! 
(AN —a—n)IN!' 


(ii) Un artículo defectuoso puede ser seleccionado de a« maneras. Para 


N-—a d 
cada una de estas hay maneras de seleccionar n — 1 no 
y : 


defectuosos. Luego el número de combinaciones que contienen so- 


a 7 
, y por consiguiente 
n — 
la probabilidad de obtener solamente 1 artículo defectuoso es 


[==] /[N 
[o 4 / 
n= 1 / n 

e aN — ajiní(N — n)! 


(n— DUN —a—n+1)N! 


an(N — aj UN — nm)! 
(N—-a—=n+1)N! 


lamente 1 artículo defectuoso será « 


(iii) Los r artículos defectuosos pueden ser seleccionados de mane- 


r 


maneras. 


ras y los n — r no defectuosos de 

a 
Por tanto, la probabilidad de obtener exactamente r artículos de- 
fectuosos es 


(5) 
rlin—r / n 
Ml a (N — a)iníN — n)! 
A rlla — rin —- NN —- x—n+r)]N! 


(iv) Si usted fuese fabricante de algún artículo y lo vendiera en lotes 
digamos de 10.000, la experiencia haría que usted esperara 100 ar- 
tículos defectuosos en cada lote. Puede usar las fórmulas que aca- 
bamos de obtener para hallar la probabilidad de hallar 1 artículo 
defectuoso o 2 artículos defectuosos, etc., en el lote digamos de 40 
artículos. Mediante observación puede hallar la probabilidad de 
obtener 1 ó más, ó 2 ó más, etc., artículos defectuosos en el lote de 
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Solución 18.3.4.2 


40. Si en un caso particular encontró r artículos defectuosos entre 
los 40, y sin embargo la probabilidad teórica de obtener r defec- 
tuosos o más era “muy pequeña”, esto le haría sospechar que 
el lote de 10.000 analizado tiene más de 100 artículos defectuosos. 
Esto haría que usted rechazara todo el lote, o al menos que lo 
analizara más cuidadosamente. (Lo que se quiere decir por “muy 
pequeña” depende de las circunstancias.) ES 


(viene de la página 25) 


dependencia estadística, los médicos creen que es probable que exista 
algún tipo de dependencia física. 


En forma breve podemos decir: 
La dependencia estadística implica la dependencia física. 


Sean A y B dos eventos dados cuya probabilidad es diferente de cero, 
luego tenemos razón de esperar que ellos ocurran (por ejemplo, “X fu- 
man”, “X tienen cáncer en los pulmones”). 


Si p es la proposición: 

el evento B es estadísticamente dependiente de A, 
y q es la proposición: 

el evento B es físicamente dependiente de A, 
entonces p > q. Sabemos, de la Unidad 11, Lógica I que 

si p > q, entonces —q > — p 
También — q es la proposición: 

el evento B es físicamente dependiente del evento A, 
y — ps la proposición: 

el evento B es estadísticamente independiente de A. 
Luego tenemos la proposición: 

físicamente independiente implica independencia estadística. 


De cierta forma, hallamos la independencia estadística en los comien- 
zos de este libro. En la Sección 18.1 discutimos la probabilidad de que 
un 1 ocurriese en una sucesión aleatoria es la misma “sin considerar 
los resultados obtenidos hasta este punto”. Si hubiéramos tenido el co- 
nocimiento suficiente en ese entonces hubiéramos dicho “los resultados 
sucesivos son estadísticamente independientes”. ¿Cuán realista es supo- 
ner esto? ¿Puede el lanzamiento de un 6 con un dado imparcial afectar 
la probabilidad de un 6 en el siguiente lanzamiento? Parecería que no. 
Pero cabe pensar que el dado en el primer lanzamiento sufra una abo- 
lladura o recoja mugre cuando cae, dejando por tanto de ser un dado 
imparcial. En otras palabras, siempre puede existir una conexión física 
insospechada, la cual sólo la información estadística sería capaz de des- 
cubrir. Mientras que no existe duda de que la independencia física im- 
plica independencia estadística, lo que aparentemente luce como inde- 
pendencia física no lo es en realidad, en algunos casos. Volviendo a las 
relaciones de la probabilidad*, consideramos B como un evento inde- 
pendiente de A si 


P(B) = P(B/A). 


* Suponemos que P(4) 4 0 y P(B) +0. 
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Tema principal 


* 


Ecuación (1) 


Podemos deducir algunos hechos simples a partir de la ecuación ante- 
rior y la regla 3, la cual establece que: 


P(A N B) = P(4) x P(B/A). 
Ya que N es conmutativa, también tenemos 
P(A N B) = P(B) x P(A/B). 
Combinando las ecuaciones (2) y (3) se tiene 
P(A) x P(B/A) = P(B) x P(A/B). 
Sustituyendo P(B/A) por medio de la ecuación (1), resulta en 
P(4) x P(B) = P(B) x P(A/B). 
Cancelando P(B) (4 0) en ambos miembros tenemos 
P(A) = P(A/B). 


Hemos deducido la ecuación (4) a partir de la ecuación (1), en forma 
análoga podemos deducir la ecuación (1) a partir de la (4), de tal ma- 
nera que podemos escribir 


P(B) = P(B/A) => P(4) = P(4/B). 


Vemos cómo la independencia estadística es una relación simétrica. Si 
A es independiente de B, entonces B es independiente de A. Ello esca- 
samente nos sorprende, empero la forma unilateral como atacamos la 
independencia inicialmente se hizo necesario probar este resultado. 


Una ojeada a las matemáticas envueltas nos hacen ver que tenemos 
tres relaciones importantes para expresar la independencia: 


P(B) = P(B/A) 
P(A) = P(A/B) 
P(A N B) = P(A) x P(B). 


La última de las ecuaciones se obtiene al combinar bien las ecuaciones 
(1) y (2) o las ecuaciones (3) y (4). Suponiendo que ninguna de las P(A) 
y P(B) es cero, una cualquiera de estas relaciones implica las otras dos. 


Todas tres son equivalentes. Desde el punto de vista lógico no interesa 
cuál se adopta como una definición formal de independencia. Sin em- 
bargo como la independencia es simétrica para A y B, y como la última 
ecuación es la única que muestra esta simetría, definiremos indepen- 
dencia estadística como: 


Los eventos A y B, teniendo probabilidad diferente de cero, son £sta- 
dísticamente independientes sj 


PAN B) = P(A) x P(B) 4 0 


Los eventos A y B, cuyas probabilidades son diferentes de cero, son 
estadísticamente dependientes si ellos no son estadísticamente inde- 


pendientes. 
Ejercicio 1 


Si A y B son estadísticamente independientes y si B es un subconjunto 
propio del espacio muestral, probar que A y B' son estadísticamente 
independientes. | 
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Ecuación (2) 


Ecuación (3) 


Ecuación (4) 


Definición 1 


$ + * 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 


(i) En un avión la probabilidad de una falla en el sistema automático 
de aterrizaje es 10”, y la correspondiente a una falla en el sistema 
hidráulico es también 10”. Suponiendo que este tipo de fallas son 
estadísticamente independientes, ¿cuál es la probabilidad de que 
ocurra al menos una de estas fallas? 

(ii) ¿Sería más peligroso si las fallas fueran estadísticamente depen- 
dientes? (Examine cuidadosamente las posibilidades.) 


18.4 ASIGNANDO PROBABILIDADES 
18.4.1 Frecuencia relativa 


Si existe un espacio muestral con eventos elementales S,, S,, S,, ...,S, 
cada uno con probabilidades p,, p., Ps, ... , p, respectivamente, pode- 
mos definir una aplicación: 

P:S; —> DP; (n= L2: +55 IV) 


Hasta ahora no hemos considerado el problema de decidir cuál valor se 
atribuye ap, = P(S,) (1 -= 1,2, .:. , N). 


Tomemos el caso de lanzar una moneda. Pudiéramos lanzarla 1000 ve- 
ces y obtener 509 caras y 491 sellos. Luego si queremos utilizar el ex- 
perimento para darle valores a la probabilidad de cara, p,, podríamos 
tomar como tal 0,509 ó 0,51 (aproximado al segundo decimal) ó 0,5 
(aproximado al primer decimal). Por lo menos, habiendo realizado el 
experimento, debemos tomar obviamente algún valor relacionado con 
los resultados del experimento. No nos debe preocupar el hecho de no 
poder decidirnos por un único valor preciso; tampoco lo debe hacer el 
hecho de que en una repetición del experimento es más que probable 
que obtengamos un resultado diferente. 


Sabemos que 7 = 3,14159265358979323... , sin embargo nos conten- 
tamos con utilizar 3,14 para nuestro trabajo en muchos casos. 


Por ende observamos que nuestro modelo probabilístico en términos 
del espacio muestral no nos aparta de las raíces de frecuencia relativa 
de la probabilidad —suponiendo que existe una frecuencia relativa ha- 
cia la cual volvernos. Es esta una manera de formalizar los fundamen- 
tor de la discusión, y de eludir en lo posible la embarazosa circularidad 
entre probabilidad y aleatoriedad. 


18.4,2 Casos igualmente probables 


Al paso que no debemos sostener suposiciones que desafíen los resulta- 
dos experimentales, el hecho de que la frecuencia relativa de caras es 
muy aproximado a ¿4 en la práctica nos debe hacer sospechar si 4 era 
un valor que debía ser esperado y si podemos confiar en él. En este 
momento podemos argúir que una moneda es un objeto simétrico: 
aquello que puede decirse acerca del lado de la cara (excepto por el di- 
seño) puede ser dicho para el lado del sello. Desde este punto de vista, 
la probabilidad de cara, siempre que la probabilidad sea definida, pa- 
rece ser igual a la probabilidad de sello. Empero como los dos resulta- 
dos son exhaustivos al igual que excluyentes, la probabilidad de cada 
uno debe ser 4. 


29 


MB 18.3.5/18.4.1/18.4.2 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


18.4 


18.4.1 


Discusión 


E, $ $ 


18.4.2 


Discusión 


ho o* 


(continúa en la página 30) 


Solución 18.3.5.1 


Ya que A y B son estadísticamente independientes, P(A) 4 0 y 
P(B) 4% 0. Utilizando los resultados de la Sección 18.3.2, tenemos: 


P(A N B') = P(4) — P(A N B) (deducción (vi)) 
= P(4) — P(4) x P(B) (definición de 
independencia) 
= P(A) x (1 — P(B)) 
= P(A) x P(B') (deducción (iv)) 
A0 (BS >B"X%:9) 


Por consiguiente A y B' son independientes. 


Solución 18.3.5.2 


(i) Si A es el evento que consiste en una falla seria en el sistema hi- 
dráulico y B es el evento correspondiente a una falla en el sistema 
«automático de aterrizaje, entonces el evento consistente en tener 
al menos una falla es A U B, y la probabilidad está dada por 


P(A U B) = P(4) + P(B) — P(A n B) (deducción (viii)) 
= P(4) + P(B) — P(4) x P(B) (definición de 
independencia) 


=2x 10"? — 1071* 


el cual es menor que 2 x 107, 

(11) No podemos decirlo. Si A y B no pueden ocurrir juntos (son exclu- 
yentes) entonces P(A N B) = 0. En tal caso, P(A U B) es mayor 
que (i), probando que el avión es más peligroso (aunque no mucho). 
Si A y B siempre ocurren juntos, entonces P(A N B) = P(A) = 
10”, de tal forma que el avión es solamente “la mitad de peligroso”. 


(viene de la página 29) 


Un argumento idéntico al anterior se aplica a un dado, donde hay si- 
metría entre las 6 caras (fuera del diseño). Aún admitiendo que la dife- 
rencia del diseño conlleva una simetría incompleta; no es descabellado 
suponer, que las diferencias en el diseño no tienen efecto —o si usted 
prefiere, el efecto es despreciable— en la dinámica del comportamiento 
del dado cuando éste es lanzado. 


Si se tiene una urna que contiene digamos 8 bolas, una vez más existe 
una simetría básica en la situación, de tal manera que la probabilidad 
de seleccionar una cierta bola, es de esperarse sea igual a la de selec- 
cionar una bola diferente. 


18.4.3 Definiciones de probabilidad y aleatoriedad 
Probabilidad 


Al examinar los resultados de experimentos físicos, hemos usado con- 
ceptos tales como conjuntos, espacios muestrales y números. Hemos 
asociado los puntos del espacio muestral con los eventos. En resumen, 
hemos establecido un modelo matemático de la situación física. En 
este modelo hemos luego asignado números como imágenes de los va- 
rios subconjuntos de tal manera que satisfacen las reglas de la probabi- 
lidad dadas en la Sección 18.3. Definimos ahora tales números como 
probabilidades. 
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Solución 18.3.5.1 


Solución 18.3.5.2 


18.4.3 


Tema principal 


Si existe una función P, cuyo dominio es el conjunto de todos los even- 
tos del espacio muestral S, y con codominio R, tal que las imágenes 
bajo P obedezcan las reglas de la probabilidad, entonces éstas imáge- 
nes son las probabilidades de los eventos correspondientes. 


Esta es como mucho una definición matemática. Se aplica al modelo 
probabilístico más bien que a la situación física que se pretende mo- 
delar. Si la situación real se compagina con el modelo, entonces tenemos 
un concepto adecuado de la probabilidad real; el problema consiste en 
que el modelo puede no ser adecuado. Cuán adecuado será, sólo pode- 
mos decirlo intentando medir la probabilidad real, y hacemos esto ob- 
servando las frecuencias relativas (suponiendo desde luego que los 
ensayos pueden repetirse). Podemos llevar a efecto una medida aproxi- 
mada (tomando unos pocos ensayos) en el mismo sentido que podemos 
tomar una medida aproximada de longitud. Podemos obtener una me- 
dida más exacta si tomamos un número grande de ensayos, lo mismo 
que ocurre cuando hacemos exacta la medida de la longitud de un ob- 
jeto tomando un gran número de veces la medida. Pero con la probabi- 
lidad igual que con la distancia nunca estaremos en capacidad de 
obtener una medida absolutamente exacta. De todas maneras, cómo 
deben interpretarse las frecuencias relativas y qué conclusiones podemos 
obtener son preguntas que nos conducen al campo de la estadística. 


En cierto modo, el conformarnos con una definición matemática luce 
como la segunda mejor opción. El problema, desde el punto de vista 
de la mayoría de los estadísticos, es que una forma más directa de la 
probabilidad real simplemente no puede ser definida. En otras pala- 
bras, es cuestión de una definición matemática o ninguna definición 
formal, del todo. 


Aleatoriedad 


Aleatorio es una palabra que usamos por primera vez asociada con la 
sucesión de ceros y unos. La sucesión correspondía a los resultados de 
ensayos, y se observó que eran: 


(i) carentes de patrón —que es una propiedad del grupo; 
(ii) impredecible en sus términos —que era una propiedad individual. 


Estas secuencias fueron llamadas aleatorias, pese a que esto no fue 
dado como una definición formal, por razones ya expuestas. Se observó 
luego que para una sucesión de ceros y unos, la frecuencia relativa de 
unos se comportaba como si tendiera hacia un límite. 


Ahora que tenemos una definición formal de probabilidad, podemos 
establecer la correspondiente aleatoriedad —como se previó en la Sec- 
ción 18.0. 


Normalmente comenzamos con un ensayo, definimos el espacio mues- 
tral S en términos de los resultados, y asignamos probabilidades a los 
eventos de S. Al contrario, pudimos haber comenzado con un conjunto 
S en el cual los eventos elementales tienen números convenientes asig- 
nados, como probabilidades de los correspondientes eventos elementa- 
les. Si tal es el caso, diremos que el ensayo es aleatorio. Diremos 
también (aunque en forma menos estricta) que el resultado de un en- 
sayo aleatorio es en sí mismo aleatorio. 


(i) Nótese cómo esta definición está muy de acuerdo con el concepto 
popular; por ejemplo, si usted es interrogado sobre lo que significa 
“elija aleatoriamente uno de 10 dígitos”, su respuesta sería que 
consiste en un ensayo en el cual siempre: 
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Definición 1 


«+ 


Definición 2 


*.orx « 


(a) el resultado sería uno de los 10 dígitos 


y 
(b) los resultados posibles son igualmente probables. 


En otras palabras, usted está especificando el espacio muestral en pri- 
mer lugar y asignando el número ;; a cada uno de los puntos mues- 
trales, y luego llamando aleatorio el ensayo si él tiene este espacio 
muestral con los números asignados como probabilidades. 


La nota discordante de este concepto popular es que las probabilidades 
deben ser iguales para poder aplicar la aleatoriedad. Este no es el caso 
como veremos más tarde en esta misma sección. 


(ii) Si un ensayo tiene un espacio muestral S con ciertas probabilida- 
des asignadas, entonces tal ensayo es aleatorio con respecto a S y 
a las probabilidades asignadas. 

(iii) Aleatoriedad se define con relación al espacio S y los números asig- 
nados. 


(Esto no es más peculiar que definir probabilidad en términos de 
un ensayo y sus resultados.) 


(iv) Una secuencia aleatoria se define como la sucesión de resultados 
aleatorios. 


Demos una mirada a un caso sencillo. Si tomamos el conjunto S que 
contiene dos elementos, 


a, con el valor asignado 4, y 
a, con el valor asignado + 


entonces existe un ensayo aleatorio, digamos el lanzamiento de una mo- 
neda imparcial (si asociamos caras con a, y sellos con a,, por ejemplo). 


Si los puntos a,, a, tienen valores asignados de ¿,2, un ensayo aleato- 


rio puede existir en términos de una moneda la cual sea suficiente- 
mente “cargada”; en forma alternativa podemos conducir el ensayo de 
extraer bolas de una urna como sigue. 


Si hay 5 bolas b,, b., ... , b,en la urna, y asociamos b, y b. con sellos, 
y b,, b, y b, con caras, tenemos el equivalente a una moneda “cargada” 
con probabilidades: 


P(caras) 
P(sellos) 


En forma parecida podemos suponer que 3 bolas son blancas y 2 ne- 
gras, entonces las probabilidades establecidas corresponden a la proba- 
bilidad de extraer una bola blanca, y una bola negra respectivamente. 


alto UalUs 


Selecciones aleatorias 


Dado un número de resultados posibles a,, a., a,, ... , algunas veces 
tenemos que elegir entre ellos. Cualquier selección que hagamos es una 
especie de ensayo, y hemos realizado una selección aleatoria si el en- 
sayo es aleatorio. Pero la definición de ensayo aleatorio depende no 
sólo de los resultados a,, a., 4,, ... , sino también de los números asig- 
nados (por anticipado) los cuales pueden ser denotados por Pla,), Pla.), 
Pla,)... Hasta tanto estas “probabilidades” sean especificadas, la alea- 
toriedad está definida por tal situación. 


Cuando el hombre de la calle le solicita a usted elegir aleatoriamente 
sin especificar probabilidades, implícitamente él presume que las pro- 
babilidades son iguales. Para su mente, eventos que no son igualmente 
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probables no son aleatorios. Pero pregúntele si desde su punto de vista 
él cree que cuando usted lanza dos dados y luego suma los resultados 
usted obtiene un resultado aleatorio. Pregúntele si el adivinar las pintas 
en su experimento de la baraja (Unidad 16, Probabilidad y estadística 
T) fue aleatorio. 


Desde nuestro punto de vista, el experimento con la baraja era alea- 
torio con respecto a las probabilidades 


Pladivinar) = + 
P(no adivinar) = 3 


sólo si la frecuencia relativa de las veces en que se adivina, cuando se 
hace un gran número de ensayos, es +. Si de 500 ensayos su amigo ob- 
tiene 130 correctos, usted dirá: “Esto fue pura casualidad” (i.e. aleato- 
riedad). Pero si obtiene 250 correctos (nótese que aquí correcto e inco- 
rrecto son igualmente probables en un solo ensayo), usted dirá: “Esto 
no se debe al azar este hombre tiene poderes síquicos”*. Es claro que 
en este caso usted examina aleatoriecad en oposición con probabilidades 
especificadas las cuales no son iguales. Sólo cuando usted determinó las 
probabilidades 3 y +, estuvo en condiciones de examinar la cuestión de 
aleatoriedad. 


Ejercicio 1 


Coloque 16 marcas en un cuadro como lo indica la gráfica a continua- 
ción: 


Invite a diferentes amigos a “seleccionar al azar uno de ellos”. (Su in- 
tención es que la selección sea imparcial lo mismo que aleatoria, y en 
este sentido sus amigos lo entenderán. Pero si usted llama la atención 
sobre este hecho el experimento se echará a perder. Es mejor desde 
luego llevar a cabo este experimento al comienzo de esta sección.) Anote 
cuidadosamente cuántos seleccionan marcas del centro y cuántos las 
de las esquinas. 


(1) ¿Deben ser los dos números aproximadamente iguales? 
(11) Si ellos no lo son, ¿podría sugerir razón alguna por qué no? PES 


Como quiera que es difícil tomar decisiones aleatorias, tenemos que 
referirnos a mecanismos físicos tales como ERNTIE, bolas en una urna, 
dados, etc. Si queremos decidir imparcialmente y aleatoriamente entre 
los 10 dígitos, podemos colocar 10 bolas idénticas en una urna y luego 
extraer una. Si no poseemos 10 bolas idénticas o una urna, podemos 
utilizar los resultados de alguna otra persona que sí los poseía o con- 


* ¿Seguro que su amigo no hace trampa? 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Discusión 


 . 


(continúa en la página 34) 


Solución 18.4.3.1 


(i) Una selección aleatoria e imparcial eligirá una marca del centro 
con probabilidad de $¿=1. En forma semejante ocurrirá con una 
marca de la esquina. Por tanto el número elegido de marcas en el 
centro y en las esquinas debe ser aproximadamente igual. 

(11) Si éstas no son iguales, la razón corriente es que las personas sien- 
ten que las esquinas son posiciones particulares o especiales y de 
ahí la “no aleatoriedad”. Hay una especie de preferencia al ele- 


gir una posición del centro más “común”. E 


(viene de la página 33) 


taba con algo equivalente. Esto es lo que en efecto son las tablas de 
números aleatorios; números aleatorios de O a 9 son los resultados de 
un ensayo aleatorio cuyos resultados son los 10 dígitos todos ellos con 
igual probabilidad. 


En la mayoría de los casos deseamos que el proceso de selección alea- 
toria sea equiprobable pero este no siempre es el caso. Si usted es fa- 
bricante de artefactos para el juego, estaría interesado en que algunos 
de los resultados fueran más probables que los demás aunque ellos pa- 
rezcan que no. Usted desearía dar preferencia a los niños en algunos 
juegos que envuelvan azar; usted está simplemente apuntando hacia 
ciertas probabilidades desiguales. 


Finalmente, veamos cómo la sucesión aleatoria tal como ha sido defi- 
nida en esta unidad se compara con la discutida en la Unidad 16, Pro- 
babilidad y estadística I. Si tenemos una sucesión aleatoria de ceros y 
unos relativa a las probabilidades p y (1 — p), entonces cada uno de los 
términos será impredecible; también habrá allí ausencia de un patrón 
regular, ya que si el patrón fuera regular, con el tiempo los términos se 
podrían predecir. 


En consecuencia nuestra definición de sucesión aleatoria se ajusta a las 
primeras nociones dadas. De manera diferente, las secuencias que lla- 
mamos aleatorias al principio no serían reconocidas como aleatorias 
ahora, solamente por el hecho de que las probabilidades no estaban es- 
pecificadas. Si existen probabilidades con respecto a cuál sucesión par- 
ticular carente de patrón e impredecible es aleatoria, es sumamente di- 
fícil de decir; las palabras carente de patrón e impredecible son de una 
naturaleza tan indefinida y negativa que no tenemos prácticamente 
algo en qué afianzarnos. 


18.44 Probabilidad | subjetiva 


Hasta el momento hemos considerado la probabilidad de un evento 
que ocurre en un ensayo el cual se puede repetir o es repetible. El valor 
de la probabilidad es luego asociada con la frecuencia relativa actual o 
intuida. Hay sin embargo situaciones de incertidumbre en las cuales el 
experimento no se puede repetir, y en las cuales uno tiene más confian- 
za en un resultado que en los otros o que uno tiene igual confianza en 
los resultados. Si se pueden asignar números a los resultados que repre- 
senten el grado de confianza y además estos números satisfacen las re- 
glas de la probabilidad, entonces ellos son probabilidades (v.gr. satis- 
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Solución 18.4.3.1 


18.4.4 


Tema principal 


*. « 


facen la definición matemática de probabilidad). Puesto que ellas son 
obtenidas en forma personal, se llaman probabilidades subjetivas, 


Cada persona estima sus probabilidades subjetivas con base en su ex- 
periencia. Si dos personas difieren en sus probabilidades subjetivas, la 
única cosa que se puede hacer es tratar de obtener mayor información 
a fin de discernir la cuestión. Esta información extra sumada a la expe- 
riencia de cada persona hace cambiar el valor de la probabilidad (en 
la misma forma que cambia una probabilidad incondicional en una 
probabilidad condicional con diferente valor). Si las dos personas son 
razonables, es de esperarse que sus probabilidades subjetivas se aproxi- 
men cada vez más a medida que aumente la información. (Esta es pre- 
sumiblemente la filosofía que soporta “libros de datos” en la hípica 
—suministrando más información asesoran al apostador para juzgar los 
pronósticos del autor del libro sobre la probabilidad de que un caballo 
gane determinada carrera.) 


Dicho lo anterior, no puede decirse que cada persona tenga un número 
preciso para la probabilidad subjetiva de algún evento E. Las emocio- 
nes son algo vago, y todo lo más que alguien puede decir es: “Mi proba- 
bilidad subjetiva de que E ocurra está entre 4 y +”. En esta situación 
la persona debe estar lista a tomar la cifra ¿ para evitar discusio- 
nes. Pero al menos esto es un punto de partida, y una estimación cruda 
como ésta puede mejorarse por medio de información adicional. 


La probabilidad subjetiva se introdujo como algo que viene a llenar un 
“vacío” cuando un ensayo no es repetible. No está, sin embargo, res- 
tringida a esta situación. La gente en forma instintiva (si no tácita- 
mente) supone que la probabilidad de una cara es 4 antes de que la mo- 
neda sea lanzada aun por una sola vez. Este 4 es su probabilidad 
subjetiva. El hecho de que ellos tengan una probabilidad subjetiva en 
el comienzo no quiere decir que ellos puedan descartar la posibilidad de 
lanzar la moneda. Si cara y sello ocurren con una frecuencia que es vir- 
tualmente la misma, esto viene a reforzar el valor de 4 de su probabi- 
lidad subjetiva. Si esto no ocurre, ello viene a modificarla. 


185 Resumen 


El propósito de esta unidad queda completo con lo anterior, o sea sen- 
tar las bases de la teoría de la probabilidad. Ahora que tenemos estas 
bases, podemos desarrollar el tema de la probabilidad, resolver proble- 
mas de probabilidad y sumergirnos de lleno en la estadística. Hemos 
discutido en términos de espacios muestrales, y luego produjimos las 
definiciones matemáticas de probabilidad y aleatoriedad. Usted debe 
darse cuenta, sin embargo, que pudimos ser más exactos y teóricos pe- 
ro tal rigor raras veces es utilizado, excepto para cubrir los casos conti- 
nuos, y no siempre este es el caso. 


Para realizar nuestros propósitos, hemos tenido en cierta forma que 
invertir el orden natural de las cosas. En consecuencia hemos introdu- 
cido reglas de probabilidad y las justificamos aun antes de dar una de- 
finición de probabilidad y aleatoriedad. Finalmente parecía que regre- 
sábamos al principio cuando asignábamos probabilidades y dábamos 
la definición de probabilidad subjetiva. No es nuevo en matemáticas 
invertir el orden natural para hacer una presentación lógica del mate- 
rial (como se vio en la Unidad 17, Lógica II) especialmente cuando 
existen ciertas dificultades conceptuales como es el caso de la probabi- 
lidad. 
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Definición 1 
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18.5 


Resumen 


*.or 
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Pero no permita usted que toda esta inversión axiomática lo conturbe. 
Si usted comienza a aplicar el tema en alguna extensión, pronto dejará 
de preocuparse por los axiomas. La Unidad 18 es de especial interés 
para usted, porque contiene el punto de partida pragmático de todas 
las aplicaciones, a saber las reglas de probabilidad junto con los con- 
ceptos de independencia. Estas son ideas que nunca dejan de ser uti- 
lizadas. 


Posdata 


“En el brazo cortante de las circunstancias, 

No he cejado ni llorado en voz alta: 

Bajo los golpes del azar 

Mi cabeza permanece ensangrentada, pero en alto”. 


William Ernest Henley 
Echoes, iv. Invictus 
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M 100 — UNIDADES DEL CURSO BASICO DE MATEMATICAS 
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Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites 1 
Computación l 

Integración I 

NO HAY TEXTO 

Lógica 1 — Algebra de Boole 
Diferenciación I 
Integración II 

Sucesiones y límites II 
Diferenciación II 
Probabilidad y estadística I 
Lógica 11 — Prueba 
Probabilidad y estadística II 
Relaciones 

Computación II ' 
Probabilidad y estadística II 
Algebra lineal I 

Algebra lineal II 
Ecuaciones diferenciales 1 
NO HAY TEXTO 

Algebra lineal II 

Números complejos 1 
Algebra lineal IV 

Números complejos II 
Grupos I 

Ecuaciones diferenciales II 
NO HAY TEXTO 

Grupos II 

Sistemas numéricos 
Topología 

Estructuras matemáticas 
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